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Resumo
Este trabalho estuda o impacto das incertezas sistemáticas associadas às seções de cho-
que nas curvas de dose em profundidade determinadas por simulações Monte Carlo. Os
fatores de sensibilidade dose.vs.seção de choque são quantificados alterando as seções de
choque em uma dada quantidade e por determinação da variação da dose. A influência
das seções de choque totais para todas as partículas (elétrons, pósitrons e fótons) e para
os 4 processos principais de interações dos fótons é abordada. O código PENELOPE foi
utilizado em todas as simulações. Verificou-se que os fatores de sensibilidade das seções
de choque dos fótons dependem da profundidade. Além disso, eles são positivo e negativo
para profundidades abaixo e acima de uma profundidade de equilíbrio, respectivamente.
Nesta profundidade, os fatores de sensibilidade são nulos. As profundidades de equilíbrio
encontradas neste trabalho concordam com o caminho livre médio para a energia do fóton
incidente correspondente. Utilizando os fatores de sensibilidade aqui relatados, é possí-
vel estimar o impacto da incerteza da seção de choque total das interações: Compton,
Rayleigh e fotoefeito, na incerteza das curvas de dose em profundidade determinados por
Monte Carlo.
Palavras-chaves: Monte Carlo. Incerteza Sistemática. Feixe de fótons.
Abstract
This work studies the impact of systematic uncertainties associated to interaction cross
sections on depth dose curves determined by Monte Carlo simulations. The correspond-
ing sensitivity factors are quantified by changing cross sections in a given amount and
determining the variation in the dose. The influence of total cross sections for all particles
(electrons, positrons and photons) and the 4 main processes of interaction of photons are
addressed. The PENELOPE code was used in all simulations. It was found that pho-
ton cross section sensitivity factors depend on depth. In addition, they are positive and
negative for depths below and above an equilibrium depth, respectively. At this depth, sen-
sitivity factors are null. The equilibrium depths found in this work agree very well with the
mean free path of the corresponding incident photon energy. Using the sensitivity factors
reported here, it is possible to estimate the impact of the Compton, Rayleigh and pho-
toelectric effect cross section uncertainty on the uncertainty of Monte Carlo-determined
depth dose curves.
Key-words: Monte Carlo. Systematic Uncertainties. Photon beams.
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1 Introdução
As radiações ionizantes são usadas há décadas para tratar o câncer. Esses tratamentos
visam entregar uma dose de radiação letal nos tecidos tumorais mantendo a dose nos
tecidos sadio tão baixa como possível. Esse ramo da Medicina é conhecido como Radiote-
rapia. Desde o ponto de vista físico, a tarefa principal no planejamento dos tratamentos de
Radioterapia é a determinação da distribuição da doses de radiação dentro da anatomia
do paciente. Para isso existem vários métodos analíticos e numéricos. Porém, tem se de-
mostrado que o método mais confiável para determinar essas distribuições em anatomias
reais é o Método Monte Carlo.
As simulações Monte Carlo (MC) têm sido amplamente utilizadas na Física Médica
durante as últimas três décadas. Inclusive, têm sido usadas para calcular quantidades físi-
cas que são muito difíceis de determinar experimentalmente. Com base no fato de que esta
abordagem é utilizada para simular fenômenos estocásticos, grandezas determinadas nes-
tas simulações têm uma incerteza estatística intrínseca associada. Essa incerteza é a única
reportada na imensa maioria dos artigos científicos em que foram utilizadas simulações
MC. No entanto, alguns trabalhos que abordam a questão da incerteza sistemática têm
aparecido na literatura nos últimos anos. Muir e Rogers (MUIR; ROGERS, 2010) fizeram
uma análise muito detalhada sobre as fontes de incerteza sistemática para determinar fa-
tores de correção por qualidade de feixes para câmaras de ionização (𝑘𝑄). Eles incluíram
itens como seções de choque de fótons, poder de freamento de elétrons, dimensões das
câmaras e espectros de fótons. Uma das mais importantes fontes de incerteza sistemática
na simulação MC é a seção de choque de interações.
Um estudo completo das incertezas sistemáticas em simulações MC para a determina-
ção das distribuições de dose absorvida envolveria vários parâmetros, tais como as seções
de choque totais e diferenciais de interação, composição do material, fatores geométricos,
e outros.
O objetivo principal deste trabalho é estudar a influência das incertezas associadas
às seções de choque totais de fótons e elétrons na distribuição de dose em profundidade
de feixes de fótons primários. Para isso, as seções de choque de fótons e elétrons são
escaladas no intervalo ±10 % e os fatores de sensibilidade dose.vs.seção de choque são
determinados. Os elétrons são estudados aqui de forma tangencial pois eles merecem um
trabalho independente devido a que os algoritmos de transporte de elétrons são geralmente
dependentes do código Monte Carlo em questão.
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2 Tipos de radiação ionizante
As radiações ionizantes são aquelas capazes de ionizar os átomos da matéria com a
qual interagem, e portanto para eles liberar os elétrons dos átomos precisam ter uma
energia cinética maior do que a energia de ligação dos elétrons nesses átomos. Neste
tipo de radiação há duas grandes categorias: radiações diretamente ionizantes e radiações
indiretamente ionizantes (ATTIX, 1986). O primeiro grupo conforma-se de partículas car-
regadas as quais interagem continuamente com os elétrons e outras partículas carregadas
do meio através do campo de Coulomb, perdendo gradualmente sua energia. No outro
grupo temos os fótons e os nêutrons, os quais são partículas que não possuem carga elé-
trica. Os nêutrons têm carga total nula, pelo que não interagem eletromagneticamente
com a eletrosfera dos átomos. Então, eles interagem mediante a força forte com os núcleos
atômicos, e estes últimos terminam ionizando o meio. Por isso que os nêutrons são indire-
tamente ionizantes. O caso dos fótons é diferente. Eles conseguem ionizar diretamente o
meio, principalmente mediante os efeitos fotoelétrico e Compton, mas o número de ioniza-
ções produzidas diretamente pelos fótons é desprezível quando comparado com as geradas
pelos elétrons secundários produzidos pelos fótons. Então, são os elétrons secundários os
principais responsáveis pelas ionizações em um meio irradiado por fótons primários.
2.1 Interação da radiação ionizante com a matéria
2.1.1 Interações dos fótons
Os fótons podem atravessar uma espessura de material sem interagir ou podem inte-
ragir mediante poucos eventos. Os fótons com energia de dezenas de eV até a ordem de
poucos MeV sofrem quatro tipos principais de interações, que podem levar à ionização ou
produção de pósitrons, por exemplo.
∙ Efeito fotoelétrico
Quando um fóton interage com um elétron de camada interna de um átomo, prin-
cipalmente, ele é absorvido e o elétron fica liberado deixando o átomo alvo em um
estado excitado. A energia cinética com que é emitido o elétron é igual à energia
do fóton incidente menos a energia de ligação dele. O efeito fotoelétrico é o mais
importante processo para fótons de baixa energia, da ordem de poucas dezenas de
keV.
∙ Espalhamento de Rayleigh
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Figura 1 – Tipos de interações principais dos fótons com a matéria. Esta figura foi reti-
rada do Salvat, (SALVAT; FERNANDEZ-VAREA; SEMPAU, 2008)
O fóton incidente é dispersado pelo átomo alvo como um todo mudando a sua
direção de movimento mas mantendo a mesma energia inicial, por esta razão é um
processo elástico. Este tipo de interação não contribui para a dose absorvida. Ele é
predominante para materiais com número atômico alto e fótons de baixa energia,
da ordem de poucos keV.
∙ Espalhamento Compton
Um fóton interage com um elétron, perdendo parte da sua energia que é transferida
como energia cinética para o elétron. Ambos são espalhados com ângulos diferentes,
de forma tal que se conserva a energia e momentum total do sistema. Este proceso
predomina para meios de baixo número atômico e energias médias (de 100 keV a 1
MeV)
∙ Produção de pares
Um fóton é absorvido pelo campo de força de Coulomb do núcleo atômico para
produzir um elétron e um pósitron. Como a energia em repouso do elétron e pósitron
é 0,511 MeV, então o fóton incidente deve ter uma energia mínima de 1,022 MeV
para a ocorrencia desse processo. É predominante para energias altas dos fótons
incidentes (vários MeV) e materiais pesados. Também é possível a produção de
pares no campo coulombiano de um elétron atômico mas é Z vezes menos provável
do que no campo do núcleo.
2.1.2 Interações dos elétrons
A diferença dos fótons, os elétrons são partículas carregadas eletricamente. Isso faz
com que percam sua energia muito mais rapidamente devido a que eles interagem um
número maior de vezes numa distancia menor mediante o campo de Coulomb. Em seguida,
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Figura 2 – Tipos de interações principais dos elétrons com a matéria. Esta figura foi
retirada do Salvat, (SALVAT; FERNANDEZ-VAREA; SEMPAU, 2008)
descrevem-se as interações mais importantes de elétrons com energias desde poucos keV
até poucos MeV.
∙ Espalhamento elástico
O elétron interage com o átomo como um todo de forma elástica. É dizer, os estados
quânticos inicial e final do átomo alvo são os mesmos, a energia cinética total do sis-
tema é conservada. Só a direção do elétron muda e também existe uma transferência
de energia ao alvo mas ela é desprezável.
∙ Espalhamento inelástico
São os processos dominantes de perda de energia dos elétrons, e assim, tais interações
produzem excitações eletrônicas e ionizações no meio. Nestes processos a fracção da
energia perdida pelo elétron é muito pequena normalmente, mas ele é o tipo de
interação mais provável.
∙ Emissão Bremsstrahlung
Os elétrons interagem com o campo elétrico do núcleo do átomo e assim eles reduzem
a sua energia cinética, mudam sua direção de movimento inicial e são responsáveis
pela emissão de raios X de frenamento ou "bremsstrahlung". Neste tipo de processo,
um elétron com energia cinética E pode gerar um fóton com uma energia entre 0 e
E.
∙ Aniquilação de pares
Este processo tem a ver com a interação de um pósitron com um elétron atômico,
onde essas partículas desaparecem e dão lugar a dois fótons os quais têm energia da
ordem de MeV devido á conservação de energia e momentos opostos em relação ao
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sistema de referência do centro de massa. Tal processo é muito pouco provável em
comparação com os outros.
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3 Seção de choque e caminho livre médio
Os coeficientes de interação são aquelas que caracterizam a probabilidade de interação
entre a radiação e a matéria; alguns deles são, por exemplo, o coeficiente de atenuação
mássico, poder de freamento mássico, entre outros. O coeficiente de interação fundamental
é a seção de choque, assim, todos os outros podem ser expressos em termos de essa
grandeza ou na distribuição dela respeito de alguma outra quantidade.
3.1 Seção de choque (𝜎)
Em uma entidade de alvo, defina-se 𝜎, para uma interação específica provocada por
partículas incidentes, carregadas ou não, de um determinado tipo e energia como (SELT-
ZER et al., 2011):
𝜎 = 𝑁Φ , (3.1)
onde 𝑁 é o número médio de tais interações por entidade de alvo sujeito à fluência
de partículas incidentes Φ1. A unidade usada para 𝜎 é o barn (𝑏), onde 1𝑏 = 10−28𝑚2 =
100𝑓𝑚2. Mas para ter uma descrição completa de um processo de interação é preciso
conhecer a distribuição das seções de choque em função da energia e direção das partículas
emergentes (isto é, as seções de choque diferenciais).
3.2 Caminho livre médio (𝜆)
Figura 3 – Atenuação de um feixe através de uma folha de material fino. Esta figura foi
retirada do Salvat, (SALVAT; FERNANDEZ-VAREA; SEMPAU, 2008)
1A definição dessa grandeza é Φ = 𝑑𝑁/𝑑𝑎, onde 𝑑𝑁 é o número de partículas que atravessam uma
esfera de área de seção transversal 𝑑𝑎.
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Para fins práticos, vamos considerar partículas atingindo de forma perpendicular sobre
uma folha muito fina de material com uma média de 𝜂𝑡 alvos por unidade de volume e
de espessura ds (SALVAT; FERNANDEZ-VAREA; SEMPAU, 2008). Além disso, cada
molécula do material também é substituída por uma esfera de raio 𝑟𝑠 (como resultado
𝜎 = 𝜋𝑟𝑠). A figura 3 mostra que o número de partículas que sofrem interações por unidade
de tempo e de superfície da folha é 𝑑𝐽 = 𝐽𝜂𝑡𝜎𝑑𝑠, onde 𝐽 é a densidade de corrente do
feixe de partículas. Assim, a probabilidade de interação por unidade de comprimento do
caminho é
𝑑𝐽
𝐽
1
𝑑𝑠
= 𝜂𝑡𝜎 (3.2)
No problema geral, onde as partículas se movem dentro de um meio ilimitado. A proba-
bilidade de que uma partícula percorra uma distância 𝑠 sem interagir é
𝐹 (𝑠) =
∫︁ ∞
𝑠
𝑝(𝑠′)𝑑𝑠′ (3.3)
Da mesma forma, a probabilidade 𝑝(𝑠)𝑑𝑠 de ter a seguinte interação quando o compri-
mento viajado está no intervalo (𝑠,𝑠+ 𝑑𝑠) é igual ao produto de 𝐹 (𝑠) e 𝜂𝑡𝜎𝑑𝑠 (o qual é a
probabilidade de interagir dentro de 𝑑𝑠)
𝑝(𝑠) = 𝜂𝑡𝜎
∫︁ ∞
𝑠
𝑝(𝑠′)𝑑𝑠′ (3.4)
A solução dessa equação integral, com a condição de contorno 𝑝(∞) = 0 é (ver Apêndice
A)
𝑝(𝑠) = 𝜂𝑡𝜎𝑒𝑥𝑝[−𝑠(𝜂𝑡𝜎)] (3.5)
Logo, o livre caminho médio é definido como o comprimento de caminho meio entre
colisões (ver Apêndice B):
𝜆 ≡ ⟨𝑠⟩ =
∫︁ ∞
𝑠
𝑠𝑝(𝑠)𝑑𝑠 = 1
𝜂𝑡𝜎
(3.6)
Finalmente, a probabilidade de interação por unidade de comprimento de caminho é o
seu inverso
𝜆−1 = 𝜂𝑡𝜎 (3.7)
Para fótons principalmente, essa probabilidade também é conhecida como coeficiente de
atenuação linear 𝜇 = 𝜂𝑡𝜎.
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4 Deposição de energia
A dose absorvida é uma grandeza não estocástica e uma das mais importantes para a
radiobiologia e a radioterapia, mas para definir ela, vamos ver algumas outras grandezas
básicas para ser compreendido melhor (SELTZER et al., 2011). Finalmente vamos estudar
a curva de distribuição da dose.
4.1 Energia depositada (𝜖𝑖)
A energia depositada numa interação é dada mediante a seguinte expressão
𝜖𝑖 = 𝜖𝑖𝑛 − 𝜖𝑜𝑢𝑡 +𝑄 (4.1)
Onde 𝜖𝑖𝑛 é a energia da partícula incidente (desconsiderando a energia em repouso), 𝜖𝑜𝑢𝑡
é a soma das energias de todas as partículas ionizantes que saem da interação (excluindo
a energia em repouso), e 𝑄 é a alteração das energias de repouso dos núcleos e de todas
as partículas envolvidas na interação.
4.2 Energia total depositada (𝜖)
A energia transmitida é a soma de todas as energias depositadas num volumen deter-
minado de matéria.
𝜖 =
∑︁
𝑖
𝜖𝑖 (4.2)
4.3 Dose absorvida (𝐷)
É a expressão:
𝐷 = 𝑑𝜖
𝑑𝑚
(4.3)
Onde 𝑑𝜖 é a energia média depositada à matéria de massa 𝑑𝑚
4.4 Distribuição de dose
A distribuição de dose é muito importante para o planejamento de radioterapia e pode
ser dada através da distribuição no eixo central. A distribuição de dose no eixo central
pode ser representada por algumas funções, como a PDP.
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Porcentagem de Dose Profunda (PDP)
A PDP é uma curva que representa a distribuição, da dose ao longo do eixo central
do feixe (ver figura 4).
Figura 4 – Deposição de energia na profundidade: curva de PDP
Em análise desta curva, pode-se observar alguns pontos importantes. A dose de entrada
corresponde a dose que o feixe deposita na superfície do paciente. Ao interagir com o
meio, a dose aumenta até um ponto onde atinge um valor máximo, sendo esta região
compreendida entre a superfície e esse ponto de máximo conhecida por região de build-
up.
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5 O método Monte Carlo no transporte da
radiação na matéria
5.1 Introdução
O uso de programas de cálculo em dosimetria ajuda a ter uma estimativa da distribui-
ção da dose absorvida em um volume determinado, em particular em um objeto simulador
de água. A base de tais programas são modelos de transporte de radiação os quais repre-
sentam equações matemáticas que descrevem os mecanismos que regem o transporte de
partículas e a sua interação com a matéria.
No momento de descrever o transporte de partículas em um meio, existem dois méto-
dos principais que representam estratégias diferentes no cálculo da energia absorvida. Um
é determinístico, baseado na equação de Boltzman e a outra é probabilístico, conhecido
como o método Monte Carlo. O primeiro constrói um modelo mediante um sistema aco-
plado de equações diferenciais lineares. Esse sistema é difícil de resolver quando o meio
onde as partículas transportam-se é heterogêneo. No entanto, o método Monte Carlo é um
método alternativo que é adequado para meios heterogêneos, apresenta melhor precisão
nos resultados mas o tempo de cálculo numérico pode ser consideravelmente longo.
A interação da radiação com a matéria é um processo estocástico. É dizer, é gover-
nado por funções de probabilidade. Além disso, a história de uma partícula ionizante
pode ser considerada como markoviana. Isso significa que os estados futuros dessa par-
tícula não dependem da história dela, só do seu estado atual. Essas duas características
fundamentais do transporte de radiação fazem com que o método Monte Carlo surja como
ferramenta eficiente para estudar esse transporte. Esse método representa uma tentativa
de modelar a natureza através da simulação direta da dinâmica essencial do sistema em
questão. Neste sentido, o método de Monte Carlo é conceitualmente simples na descri-
ção de um sistema macroscópico através da simulação das suas interações microscópicas
(FUNDAMENTALS. . . , 2000).
O Método Monte Carlo usa as funções de probabilidade dos diferentes processos de in-
teração entre a radiação e a matéria, e assim obter através das simulações de tais processos,
valores esperados de quantidades macroscópicas para chegar a uma solução aproximada
de um problema. Isto é, esse método faz uso da estatística e os computadores para re-
produzir o comportamento de sistemas reais utilizando modelos matemáticos. Embora
seja necessário bastante tempo de cálculo, os computadores modernos têm reduzido esse
tempo e tornando essa solução viável.
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A base do método Monte Carlo é amostrar as funções de densidade de probabili-
dade (PDF) que descrevem o comportamento das variáveis estocásticas envolvidas no
transporte da partícula, usando números aleatórios. Essas variáveis permitem construir
a trajetória de cada partícula. Em uma simulação, cada partícula individual com seus
produtos secundários, junto com os processos físicos que ocorrem no caminho é chamado
de "história", que é essencialmente conformada por deslocamentos livres e eventos de inte-
ração onde a partícula muda a sua direção de movimento, pode perder energia e produzir
partículas secundárias. Devido à sua natureza estocástica é necessário seguir um grande
número de histórias para obter resultados consistentes.
5.2 Noções básicas do Método Monte Carlo
As componentes básicas do método Monte Carlo que devem-se implementar são cinco
(FUNDAMENTALS. . . , 2000). Primeiro precisa-se ter um gerador de números aleatórios,
que produza números distribuídos de maneira uniforme entre 0 e 1. Em segundo lugar,
deve considerar-se todas as PDF dos processos físicos levados em conta na simulação. Em
terceiro lugar, um método de amostragem para amostrar as PDF e obter assim o valor
da variável estocástica em questão. Os mais comuns são o método direto, por rejeição e
misto. Em quarto lugar, ele deve armazenar os valores das variáveis de interesse durante
a simulação, como a dose absorvida. E em quinto lugar, deve-se estimar as incertezas
estatísticas associadas às grandezas determinadas na simulação. A continuação vamos
ver em detalhe o que significam essas componentes e também vamos revisar duas leis
importantes que representam a base matemática do método Monte Carlo.
Gerador de números pseudo-aleatórios
A "alma"do método MC é o gerador de números pseudo-aleatórios. Estes números
são assim chamados porque eles são gerados a partir de algoritmos determinísticos; de
modo que eles são o mais estocásticos possíveis para obter resultados consistentes nas
simulações. Normalmente, um gerador de números pseudo-aleatórios parte de um número
inicial, chamado semente. Então, ele irá produzir uma série de números a partir dessa
semente. Essa série é periódica, é dizer, a sequência de números começa a se repetir a
partir de um certo período. Se usarmos a mesma semente, obteremos sempre a mesma
sequência de números pseudo-aleatórios. Um gerador de números pseudo-aleatórios é bom
quando a sequência de números produzida por ele está distribuída uniformemente em um
determinado intervalo (tipicamente entre 0 e 1), tem um período suficientemente longo e
os números gerados mostram pouca correlação.
O período de um gerador depende principalmente do tamanho da palavra usada pelo
processador do computador para realizar suas operações, geralmente 2𝑏, onde b é o tama-
nho da palavra. Antigamente, quando os computadores usavam processadores de 32 bits,
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os períodos dos geradores (∼ 232) podiam ser curtos para certas simulações. Agora que
todos os processadores são de 64 bits, o período do geradores (∼ 264) é suficientemente
longo na grande maioria das situações.
Funções de Densidade de Probabilidade (PDF)
Uma PDF (𝑝(𝑥)) é uma medida da probabilidade de observar 𝑥 no intervalo (𝑥, 𝑥+𝑑𝑥);
onde 𝑥 pode ser, por exemplo, a distância percorrida por uma partícula que viaja em um
material até interagir com ele. O domínio da função 𝑝(𝑥) é em geral (𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑥𝑚𝑎𝑥); assim,
as propriedades desta função são as seguintes:
𝑝(𝑥) ≥ 0 (5.1)
𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑖𝑧𝑎çã𝑜 :
∫︁ 𝑥𝑚𝑎𝑥
𝑥𝑚𝑖𝑛
𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = 1 (5.2)
A partir da PDF é obtida a função cumulativa de probabilidade ou simplesmente
função de probabilidade:
𝑐(𝑥) =
∫︁ 𝑥
𝑥𝑚𝑖𝑛
𝑝(𝑥′)𝑑𝑥′, (5.3)
que representa a probabilidade de que a variável estocástica 𝑥 tome qualquer valor no
intervalo (𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑥). Dada a condição de normalização: 𝑐(𝑥𝑚𝑎𝑥) = 1.
Métodos de amostragem
Os métodos de amostragem fazem uso dos dois conceitos vistos acima usando números
aleatórios para amostrar as PDFs. Consideramos três tipos de técnicas de amostragem, o
método direto, o método de rejeição e o método misto.
a) Método direto
Primeiramente, a PDF tem que ser convertida em sua correspondente função cumu-
lativa de probabilidade. Logo, um número pseudo-aleatório 𝜉 é gerado. Este representa
a probabilidade de observar um valor correspondente da variável estocástica 𝑥. Então,
temos que resolver a equação 𝜉 = 𝑐(𝑥) para obter o valor de 𝑥. É dizer, 𝑥 = 𝑐−1(𝜉). Todas
as cumulativas são inversíveis, seja analítica ou numericamente. Esta existência da função
inversa proporciona um mecanismo prático para a geração de valores estocásticos de 𝑥 a
partir de valores aleatórios de 𝜉. A fig. 5 mostra o método direto aplicado no caso de uma
distribuição normal com domínio [𝑎, 𝑏]
b) Método de rejeição
Primeiramente, escala-se a função de distribuição de probabilidade por seu valor má-
ximo, obtendo-se uma nova função de distribuição, 𝑓(𝑥) = 𝑝(𝑥)/𝑝(𝑥𝑚𝑎𝑥), o qual é 1 para
𝑥𝑚𝑎𝑥. Como segundo passo, escolha-se um número aleatório, 𝑟1, uniformemente distribuído
no intervalo [0, 1] e usá-lo para obter um 𝑥 o qual também está uniformemente distribuído
Capítulo 5. O método Monte Carlo no transporte da radiação na matéria 27
Figura 5 – O inverso da função cumulativa de probabilidade de uma distribuição normal
típica. Esta figura foi retirada do Blif, (FUNDAMENTALS. . . , 2000)
no intervalo da função de distribuição de probabilidade [𝑎, 𝑏]. Finalmente, escolha-se um
outro número aleatório, 𝑟2, e fazer a seguinte avaliação: Se 𝑟2 < 𝑝(𝑥)/𝑝(𝑥𝑚𝑎𝑥) (região sob
𝑝(𝑥)/𝑝(𝑥𝑚𝑎𝑥) na figura 6) então x é aceito, se não for esse o caso, rejeitá-lo (região som-
breada acima de 𝑝(𝑥)/𝑝(𝑥𝑚𝑎𝑥) na figura 6) e voltar ao passo 2. Claramente esse método
é limitado para valores finitos de 𝑎 e 𝑏.
c) Método misto
Este método é uma combinação dos dois métodos acima observados. Basicamente é
expressar a PDF como segue
𝑝(𝑥) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥), (5.4)
onde 𝑓(𝑥) é inversível e 𝑔(𝑥) não inversível. Em seguida ambas funções são normali-
zadas para se obter ̃︀𝑓 e ̃︀𝑔. Depois, o método direto é aplicado em ̃︀𝑓 e o 𝑥′ obtido é usado
para aplicar o método de rejeição em ̃︀𝑔; ou seja, um número aleatório 𝑟 uniformemente
distribuído no intervalo [0,1] é gerado e se ̃︀𝑔(𝑥′) ≤ 𝑟, o valor de 𝑥 encontrado é aceito, se
não, amostra-se um valor diferente para 𝑥.
Estimação das incertezas estatísticas em MC
A incerteza associada ao valor médio de uma variável estocástica determinada por MC
é, em geral, inversamente proporcional a
√
𝑁 , sendo N o número de histórias simuladas.
Então, se quisermos reduzir a incerteza à metade, temos que aumentar quatro vezes o
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Figura 6 – A distribuição de probabilidade da distribuição normal típica escalada pelo
método de rejeição. Esta figura foi retirada do Blif, (FUNDAMENTALS. . . ,
2000)
número de histórias.
Se assumirmos que𝑋 é o valor que queremos calcular na simulação utilizando o método
de Monte Carlo; em seguida, a abordagem convencional para estimar a incerteza de 𝑋
para N histórias é:
∙ Acumula-se a soma dos valores de 𝑥𝑖 e 𝑥2𝑖 , onde o subíndice i representa a i-ésima
história simulada
∙ Depois, As duas somas são divididos sobre N e finalmente, a variância estimada de
?¯? (que é
∑︀
𝑥𝑖
𝑁
) é calculada mediante a seguinte expressão:
𝑆?¯? =
⎯⎸⎸⎷∑︀𝑖 𝑥2𝑖𝑁 − (∑︀𝑖 𝑥𝑖𝑁 )2
𝑁 − 1 (5.5)
O resultado seria então: 𝑋 = ?¯?± 𝑆?¯?
No caso de m simulações MC independentes, temos as seguintes expressões
?¯? =
𝑚∑︁
𝑘=1
(𝑁𝑘
𝑁
)?¯?𝑘 (5.6)
𝑆2?¯? =
𝑚∑︁
𝑘=1
(𝑁𝑘
𝑁
)2𝑆2?¯?𝑘 (5.7)
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Onde ?¯?𝑘 é o valor de ?¯? na k-ésima simulação e 𝑁𝑘 é o número de histórias da k-ésima
simulação. Então, o número total de histórias é 𝑁 = ∑︀𝑚𝑘=1𝑁𝑘
A lei dos grandes números
A lei dos grandes números refere-se ao comportamento da soma de numerosas variáveis
aleatórias. Se escolhermos n números 𝑢𝑖 aleatoriamente com PDF uniforme no intervalo
(a,b) e cada um desses valores é avaliado na função 𝑓 ; em seguida, a lei diz que a soma de
tais funções do valor de 𝑛 irá convergir para o valor esperado da função (JAMES, 1980).
Assim, para 𝑛 suficientemente longo, o que precede é expressado como segue:
1
𝑛
𝑛∑︁
𝑖=1
𝑓(𝑢𝑖)→ 1
𝑏− 𝑎
∫︁ 𝑏
𝑎
𝑓(𝑢)𝑑𝑢 (5.8)
Assim, sob determinadas condições, o estimador consistente do lado esquerdo da equa-
ção 5.8 converge para o valor exato da integral quando 𝑛 tende a infinito. Devido a que
o lado esquerdo de 5.8 é apenas a estimativa Monte Carlo da integral do lado direito, a
lei dos grandes números pode ser interpretado como uma declaração de que a estimativa
de Monte Carlo de uma integral é, sob "certa condições", uma estimativa consistente, ou
seja, converge para a resposta correta quando o tamanho da amostra aleatória torna-se
muito grande.
Teorema do limite central
Este teorema muito importante diz que a soma de um grande número de variáveis
aleatórias independentes é sempre normalmente distribuído, isto é, uma distribuição de
Gauss, não importa como estão distribuídas as variáveis aleatórias individuais, só os valo-
res previstos (ou previsões matemáticas ou médias) e as varianças têm que ser finitos e o
valor de 𝑛 seja suficientemente grande (JAMES, 1980). Considerando que a lei dos gran-
des números nos diz que a estimativa de Monte Carlo de uma integral é correto para um
n "infinito", o teorema do limite central nos diz aproximadamente como essa estimativa é
distribuída para 𝑛 muito grande.
A distribuição de Gauss é completamente definida conhecendo o seu valor esperado 𝑎
e variância 𝑠2.
𝑓(𝑥) = 1
𝑠
√
2𝜋
𝑒
−(𝑥−𝑎)2
2𝑠2 (5.9)
Os códigos MC no trasnporte de radiação mais conhecidos são: EGSnrc (Electron
Gamma Shower) (KAWRAKOW; ROGERS, 2000), ETRAN (ElectronTRANsport) (SELT-
ZER, 1991), GEANT4 (GeometryANd Tracking) (AGOSTINELLI, 2003), FLUKA (FLUk-
tuierendeKAskade) (FERRARI et al., 2005), MCNP (Monte Carlo N-Particle) (BROWN
et al., 2002) e PENELOPE (PENetration and Energy LOss of Positrons and Electrons)
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(SALVAT; FERNANDEZ-VAREA; SEMPAU, 2008). Este último, é um código livre es-
crito em fortran onde as partículas primárias podem ser elétrons, fótons ou pósitrons que
podem ter energia desde 50 eV até 1 GeV. Em seguida vamos estudar um pouco sobre ele
já que as simulações deste trabalho foram feitas com esse código.
5.3 O código PENELOPE
PENELOPE é um código Monte Carlo utilizado para fazer simulações acopladas de
transporte fóton-elétron em práticamente qualquer meio. Este código pode lidar com o
transporte de fótons, elétrons e pósitrons desde 50 eV até ao redor de 1 GeV.
Uma estratégia de simulação mista pode ser utilizado para simular o transporte de
elétrons e pósitrons, onde uma parte da história da partícula carregada é condensada
e a outra é tratada em detalhe. Além disso, o usuário pode configurar o código para
acompanhar a partícula carregada passo por passo, ou seja, em uma simulação detalhada.
PENELOPE é um código de MC bem documentado com uma estrutura relativamente
simples, o que torna-o adequado para os objetivos deste estudo. Os parâmetros C1 e C2
controlam o livre caminho médio entre interações duras ou catastróficas no algoritmo de
simulação misto. Por outro lado, W𝐶𝑅 e W𝐶𝐶 definem a energia limiar para a criação de
uma partícula secundária mediante eventos radiativos e de colisão, respectivamente.
Estes parâmetros determinam a precisão e a velocidade da simulação. C1 e C2 devem
ter valores pequenos para garantir uma boa precisão. O valor recomendado é 0.05 para
cada; tendo uma simulação mais rápida para valores maiores do que esses. De outro
lado, os parâmetros W𝐶𝑅 e W𝐶𝐶 influenciam principalmente a distribuição da energia
simulada, tendo uma simulação mais veloz quanto maior são eles, embora pode-se obter
uma distribuição de dose distorcida para valores muito grandes.
Por meio do pacote PENGEOM os sistemas materiais são projetados com geometria
definida, tendo alguns como exemplos disponíveis para o usuário. Além disso, PENELOPE
tem um banco de dados de 280 materiais pré-definidos, cada um com número de identifi-
cação próprio. Também é possível criar o arquivo de seções de choque para virtualmente
qualquer meio material. Basta saber a composição química deste.
O usuário deve fornecer um "código de usuário"ou programa principal para o seu pro-
blema particular. No código de usuário a geometria é controlada quanto a evolução das
histórias (tracks) e faz seguimento das grandezas relevantes. O pacote de distribuição PE-
NELOPE inclui dois códigos de usuário: o PENCYL e o PENMAIN. O primeiro simula o
transporte de partículas em meios cilíndricos e o segundo é para geometrias quadráticas.
Ambos códigos têm estruturas e formato similares, produzindo arquivos de saída com in-
formações genéricas, tais como o número de partículas primárias simuladas, a velocidade
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da simulação em partículas primárias por segundo, o número médio de partículas secun-
dárias gerado, energia média depositada, etc. A incerteza estatística de todas as grandezas
e as distribuições avaliadas são reportadas como 3𝜎.
Os pacotes de sub-rotinas principais do PENELOPE são:
∙ Penelope.f: O pacote de sub-rotinas para a simulação MC do transporte acoplado
de fótons e elétrons em um meio homogêneo.
∙ Pengeom.f: O pacote de sub-rotinas para o rastreamento de partículas em qual-
quer sistema material constituído por diferentes corpos homogêneos limitados por
superfícies quádráticas.
∙ Penvared.f: Contém as sub-rotinas de redução de variância
∙ Timer.f: Constituído pelas sub-rotinas de sincronismo, com base em procedimentos
intrínsecos convencionais de Fortran 95.
∙ Material.f: O programa principal para gerar arquivos com seções eficazes de inte-
ração para os materiais levados em conta na simulação.
No pacote de sub-rotinas penelope.f, a história de cada partícula é simulada, consis-
tindo cada uma delas em uma sequência de segmentos ou passos, chamados "voos livres"ou
"jumps". No final de cada segmento, a partícula interage com o meio, onde ela pode perder
energia, mudar de direção e criar partículas secundárias. A função KNOCK é a encarre-
gada de simular os eventos de colisão, explicitamente, ao final de cada passo.
A cascata acoplada elétron-fóton simulam-se chamando sucessivamente as seguintes
sub-rotinas que estão no archivo penelope.f:
Sub-rotina CLEANS: Aqui se inicia a pilha secundária, onde os estados iniciais das
partículas secundárias são armazenados.
Sub-rotina START: Essa sub-rotina força o seguinte evento de interação para ser
um evento suave artificial. Ela deve ser chamada antes de iniciar uma nova história ou sub-
história, seja de uma partícula primária ou secundária, respectivamente e também quando
uma partícula atravessar uma interface. A sub-rotina START é estritamente necessária
apenas para elétrons e pósitrons.
Sub-rotina JUMP: Aqui o comprimento do passo da partícula até o seguinte evento
catastrófico é calculado.
Sub-rotina KNOCK: Calcula-se a nova energia e direção do movimento, e armazena
os estados iniciais das partículas secundárias geradas, se houver.
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Sub-rotina SECPAR: Estabelece o estado inicial de uma partícula secundária e
remove-a da pilha secundária.
Sub-rotina STORES: Armazena uma partícula na pilha de partículas secundárias.
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6 Incertezas nas medições
6.1 Definições básicas
As definições seguintes foram tomadas do documento internacional “Guide to the
Expression of Uncertainty in Measurement” (EVALUATION. . . , 2008)
Valor verdadeiro (de uma grandeza). É aquele valor que seria obtido por uma
medição perfeita e assim, devido a sua natureza, são indeterminados.
Mensurando. Grandeza específica submetida à medição.
Incerteza de medição. Parâmetro que caracteriza a dispersão dos valores atribuídos
de maneira razoável ao mensurando. Tal quantidade pode ser, por exemplo, um desvio
padrão.
Erro da medição. É a diferença entre o resultado de uma medição e o valor verdadeiro
do mensurando. Quando o valor verdadeiro não pode ser determinado, na prática, um valor
convencionalmente verdadeiro é utilizado.
Avaliação (de incerteza) do Tipo A. Esse método usa uma análise estatística de
séries de observações para avaliar a incerteza.
Avaliação (de incerteza) do Tipo B. Método de avaliação da incerteza por outros
métodos que não sejam análise estatística de séries de observações.
Incerteza padrão (ou incerteza normalizada). Incerteza do resultado de uma
medição, expressada como um desvio-padrão)
Incerteza padrão combinada. Quando o resultado é obtido a partir dos valores de
diversas outras grandezas, a incerteza padrão combinada é igual à raiz quadrada positiva
de uma soma de termos. Aqueles termos podem ser as variâncias ou covariâncias daquelas
outras grandezas ponderadas em conformidade com a influência que a variação dessas
grandezas tem sobre o resultado da medição.
6.2 Fontes de incerteza
Na prática, existem muitas possíveis fontes de incerteza em uma medição. Seguem
alguns exemplos:
∙ A definição incompleta do mensurando.
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∙ Amostragem não-representativa; ou seja a amostra medida pode não representar o
mensurando definido
∙ Conhecimento inadequado dos efeitos das condições ambientais sobre a medição
∙ Resolução finita do instrumento
∙ Aproximações e suposições incorporadas ao método e procedimento de medição
∙ Variações nas observações repetidas do mensurando sob condições aparentemente
idênticas
6.3 Combinação de incertezas
Comumente, o mensurando não é medido diretamente. Em vez disso, pode ser determi-
nado a partir de outras grandezas. Isto é, 𝑌 = 𝑓(𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑁), onde 𝑌 é o mensurando
e 𝑋𝑖 é o conjunto de grandezas de entrada. Baseados no documento internacional “Guia
para a Expressão da Incerteza na Medição” (abreviadamente designado por GUM, de
“Guide to the Expression of Uncertainty in Measurement”) (EVALUATION. . . , 2008),
a incerteza de algumas grandezas de entrada pode ser determinada durante a medição
e as outras carregam uma incerteza associada determinada anteriormente. A primeira
incerteza pode ser determinada, por exemplo, por meio de observações repetidas ou por
apreciações baseadas na experiência. A última incerteza pode ser extraída de certificados
de calibração e dados de referência . Além disso, as incertezas podem ser classificadas de
acordo com o método de avaliação. A avaliação do Tipo A de uma incerteza padrão pode
ser realizada depois de ter recolhido 𝑛 observações independentes
?¯?𝑖 =
1
𝑛
𝑛∑︁
𝑘=1
𝑥𝑖,𝑘 (6.1)
Esta média aritmética é utilizada como a estimativa de entrada para a função 𝑌 , isto é,
𝑋𝑖 = ?¯?𝑖. Esta quantidade flutua devido à variação aleatória das grandezas de influência
ou devido à sua estocasticidade intrínseca. Tal dispersão de valores pode ser quantificada
através da variância das observações.
𝑠2(𝑥𝑖) =
1
𝑛− 1
𝑛∑︁
𝑘=1
(𝑥𝑖,𝑘 − ?¯?𝑖)2 (6.2)
Esta variância representa a variabilidade de 𝑥𝑖 em torno do seu valor médio ?¯?𝑖. Finalmente,
a incerteza associada com a variável de entrada, que é o valor médio de 𝑥𝑖, pode ser
estimada como
𝑠2(?¯?𝑖) =
𝑠2(𝑥𝑖)
𝑛
. (6.3)
𝑠2 é uma medida da incerteza de ?¯?𝑖 e quantifica quão bem ?¯?𝑖 estima o valor real espe-
rado de 𝑥𝑖, o qual é na maioria das vezes inacessível para nós. Assim, 𝑠2(?¯?𝑖) e 𝑠(?¯?𝑖) são a
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variância tipo A e a incerteza padrão Tipo A da grandeza de entrada 𝑋𝑖, respectivamente.
Se 𝑥𝑖 for uma quantidade previamente determinada, sua incerteza associada pode ser
estimada a partir da informação disponível sobre sua variabilidade. Por exemplo, a partir
de dados experimentais anteriores, certificado de calibração, incertezas em dados relatados
nos manuais, entre outros métodos de estimação. Esta é a chamada avaliação da incerteza
padrão Tipo B. Por razões de simplicidade, as incertezas que têm a ver com a avaliação
Tipo A, vamos chamá-los de incertezas estatísticas e do Tipo B, incertezas sistemáticas.
Propagação das incertezas Quando as variáveis de entrada são independentes ou
não correlacionadas, a variância combinada 𝑠2(𝑦) é dada como (ver Apêndice C)
𝑠2(𝑦) =
𝑁∑︁
𝑖=1
(︃
𝜕𝑓
𝜕𝑥𝑖
)︃2
𝑠2(?¯?𝑖). (6.4)
O termo entre parênteses na eq. 6.4 é conhecido como o fator de sensibilidade, que é uma
medida de quão sensível é a quantidade 𝑦 em relação à variável 𝑥𝑖. A variância 𝑠2(?¯?𝑖)
pode ser estimada de acordo com os dos métodos de avaliação tipos A ou B, dependendo
do problema em questão.
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7 Metodologia
Uma das mais importantes fontes de incerteza sistemática na simulação MC é a seção
de choque de interação. Pelo menos, há duas abordagens para avaliar o impacto da incer-
teza sistemática sobre uma quantidade determinada por simulação MC. A primeira pode
ser deixando flutuar a grandeza de entrada de acordo com uma distribuição dada e uma
variância correspondente durante a simulação. Ou seja, esta quantidade pode ser amos-
trada durante cada passo MC. Se um número suficientemente elevado de ciclos de MC são
simulados, a flutuação estocástica intrínseca pode ser minimizada e a incerteza resultante
da quantidade de interesse seria apenas devido à quantidade de entrada sob avaliação. Este
método poderia ser considerado como uma avaliação estatística ou Tipo A da incerteza
associada a um efeito sistemático. Isto é, o efeito sistemático desta quantidade é conver-
tido em um efeito aleatório durante a sua avaliação (ver §3.3.3 de Ref.(EVALUATION. . . ,
2008)). A segunda é mais simples. A quantidade de entrada pode ser escalado artificial-
mente, digamos em ±5 %. Uma simulação MC suficientemente longa iria devolver uma
incerteza estatística insignificante, então o fator de sensibilidade 𝜕𝑓/𝜕𝑥𝑖 pode ser deter-
minado. Este fator pode ser usado em conjunto com a incerteza sistemática conhecida
de 𝑥𝑖 para calcular a contribuição dessa variável à incerteza da quantidade 𝑌 . A última
abordagem foi seguida neste trabalho.
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8 Simulações
8.1 Configuração
Figura 7 – Feixe cônico de fótons atingindo em um objeto simulador de água de 25 cm
de profundidade, a imagem é ilustrativa só.
O código de usuário PENMAIN foi utilizado em nossas simulações. Neste caso, a
geometria é definida por meio de um arquivo de entrada com extensão .geo (ver figura
8). A geometria de simulação consiste de um objeto simulador de água homogêneo com
densidade de 1.0 g/cm3. A face frontal do objeto simulador é coberto com uma placa de ar,
com o propósito de simular condições más reais. Os fótons foram as partículas primárias
em todas as simulações, com energias de 20 keV, 100 keV, 1.25 MeV e 2 MeV. As seções
de choque (SC) de interação foram pré-calculadas com o código material.exe. Um feixe
pontual foi utilizado para todas as energias. Apenas um feixe quadrado e cônico, além do
pontual, foi usado para fótons de 1.25 MeV. As dimensões do objeto simulador de água
foram 10x10x25 cm3 para as duas energias mais altas, 10x10x15 cm3 para os fótons de
100 keV e 10x10x5 cm3 para a mais baixa. Todos os fantons foram divididos em voxels
uniformes, dividindo cada dimensão em número de fatias de 20x20x50. A dose absorvida
em cada um desses voxels foi determinada para definir a distribuição da dose dentro do
fantom. Isto significa que os tamanhos de voxel correspondentes foram de 0.5x0.5x0.5
cm3, 0.5x0.5x0.3 cm3 é 0.5x0.5x0.1 cm3, respectivamente. Os parâmetros de transporte
definidos acima foram definidos da seguinte forma: C1=C2=0.01 e W𝑐𝑐=W𝑐𝑟=1 keV; no
entanto, para a energia de 20 keV, os valores de W𝑐𝑐 e W𝑐𝑟 foram 100 eV. Esses são valores
típicos usados em simulações MC com o código PENELOPE. Além disso, as energias de
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Figura 8 – Objeto simulador de água descrito em um arquivo de entrada com extensão
.geo.
corte tanto para os fótons quanto as partículas carregadas foram E𝑎𝑏𝑠 = 10 keV e só para
a energia mais baixa foi de 1 keV.
8.2 Variação das seções de choque totais
Figura 9 – Código adicionado no código penelope.f para o scaling das seções de choque
totais.
As seções de choque totais dos fótons e partículas carregadas foram variadas artificial-
mente em ±5 e ±10 % escalando o inverso do caminho livre medios durante as simulações.
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Este fator de escala é denotado como 𝑓 nos resultados que se apresentam na seguinte seção.
Isso foi feito, modificando o código penelope.f. da seguinte maneira:
Na sub-rotina JUMP, adicionaram-se 7 variáveis: 𝑓𝑒, 𝑓𝑝ℎ, 𝑓𝑝, 𝑓𝑝ℎ2, 𝑓𝑝𝑝, 𝑓𝑟 e 𝑓𝑝𝑒 são
os fatores de escala das seções eficazes total para elétrons, total para fótons, total para
pósitrons, de Compton para fótons, de produção de pares para fótons, de Rayleigh para
fótons e fotoefeito, respectivamente (ver figura 9). Depois, essas variáveis são comparti-
lhadas com a função ’common’ mediante o nome ’scaled’ nas sub-rotinas EIMPF, GIMF e
PIMFP, onde são feitos os cálculos do inverso do caminho livre médio dos elétrons, fótons
e pósitrons, respectivamente. É bom esclarecer que a seção de choque macroscópica e o
inverso do caminho livre médio são iguais (eq. 3.7). Dessa forma, os valores das quatro
variáveis foram 0.90, 0.95, 1.0, 1.05 e 1.10; mudando cada uma delas de maneira siste-
mática tal que tenhamos a variação para as seções de choque totais dos fótons, elétrons
e pósitrons, apenas para as seções de choque totais dos fótons, apenas para a seção de
choque total de Compton, apenas para a seção de choque total de produção de pares,
apenas para a seção de choque total de Rayleigh e apenas para a seção de choque total
de fotoefeito. Assim, a influência de algumas seções de choque na distribuição da dose foi
investigada.
8.3 Resultados preliminares
Cada uma das simulações foi feita no cluster do grupo de Física Radiológica Médica
no Departamento de Física Aplicada. As primeiras simulações foram feitas para o feixe
quadrado de 60Co de 5x5 com pouca estatística devido a que o número de histórias era
de 106, além disso, as seções de choque totais são variadas em ±5% e ±10%; ou seja,
obtivemos 5 curvas de dose-profundidade para cada uma delas (ver fig 10). Depois, para
reduzir a incerteza estatística de nossos resultados, se aumentou o número de partículas
primárias até 108, melhorando significativamente as curvas para o caso de feixe pontual
mas levando um tempo consideravelmente maior. No entanto, no momento de fazer os
gráficos das doses respeito da dose com fator igual 1, os resultados foram bons só para
o feixe pontual (como será mostrado no seguinte capítulo) e para o feixe quadrado era
difícil de resolver o comportamento da razão em questão para as diferentes profundidades
(ver fig 11).
Nesse caso, com a finalidade de reduzir a incerteza estatística e obter só o impacto
da incerteza sistemática na dose, foi necesário fazer 16 simulações independentes (com
diferentes números aleatórios iniciais) e assim, com base nas equações 5.6 e 5.7, a incerteza
estatística será diminuída numa quarta parte do seu valor.
Depois de superar essa dificultade, continuaram as simulações mudando as seções de
choque totais dos fótons e da interação Compton só. As figuras preliminares geradas a
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Figura 10 – Curva dose-profundidade no eixo central de un feixe quadrado de 60Co de
5x5 com 106 partículas primárias para f=1.05
Figura 11 – Curva dose relativa-profundidade de un feixe quadrado de 60Co de 5x5 com
108 histórias
partir dos dados das doses obtidas das simulações com o código PENELOPE foram feitas
usando o código Python 2.7, devido a que em algums casos se tinha até 160 arquivos de
dose-profundidade com extensão .dat para uma figura só.
Finalmente foi simulado o feixe pontual de fótons com energia de 20 keV, 100 keV e 2
MeV para assim fazer um análise sistemático do problema em questão.
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9 Avaliação da incerteza sistemática
Foram feitas as simulações para as duas energias com as diferentes configurações de
feixe mencionadas acima. A razão (𝑅) entre as doses com e sem scaling da seção de choque
foi determinada nestas situações. Simulações longas foram realizadas para obter incertezas
estatística suficientemente baixas para resolver a influência da incerteza sistemática nas
curvas de dose em profundidade. Assim, o número de partículas primárias foi de 108 fótons
em todos os casos, mas para os feixes quadrado e cônico não foi suficiente, tendo que fazer
16 simulações similares para cada caso e ao final obter uma dose média com uma incerteza
4 vezes menor. A incerteza associada à dose foi determinada de acordo com a seguinte
abordagem. Se apenas a incerteza na dose (𝑠𝐷) devido à seção de choque de um processo
físico determinado (𝑠𝑐𝑠) é considerada, logo,
𝑠2𝐷 =
(︃
𝜕𝐷
𝜕𝑐𝑠
)︃2
𝑠2𝑐𝑠. (9.1)
Se a ec. 9.1 é dividido e multiplicado pela seção de choque sem scaling (𝑐𝑠0), nós obtemos
𝑠2𝐷 =
(︃
𝜕𝐷
𝜕𝑓
)︃2(︃
𝑠𝑐𝑠
𝑐𝑠0
)︃2
, (9.2)
onde 𝑓 é o fator de escala das seções de choque e o último termo entre parênteses na
última equação é o desvio padrão relativo das seções de choque. Esta equação pode ser
manipulada para se obter (︃
𝑠𝐷
𝐷0
)︃2
=
(︃
𝜕𝑅
𝜕𝑓
)︃2(︃
𝑠𝑐𝑠
𝑐𝑠0
)︃2
, (9.3)
onde R é a dose relativa, tal como foi definido acima. Assim, escalando as seções de
choque e determinando a função R.vs.f, os coeficientes de sensibilidade 𝜕𝑅/𝜕𝑓 foram
determinados no trabalho atual. Esses coeficientes podem ser utilizados em conjunto com
o desvio padrão relativo das seções de choque para propagar a incerteza das seções de
choque na dose. O termo entre parênteses no lado esquerdo desta equação é a incerteza
relativa da dose devido à incerteza na seção de choque.
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Figura 12 – Relação entre as doses no eixo central para um feixe pontual de 20 keV com
e sem scaling das seções de choque totais dadas como função do fator de
escala 𝑓 . As linhas contínuas representam as situações em que as seções
transversais de todas as partículas foram escaladas. As linhas tracejadas
representam os casos onde as seções de choque de (a) Compton, (b) foto-
elétrico, e (c) Rayleigh foram escaladas. Os valores são apresentados para
cinco profundidades diferentes.
A figura 12 mostra a razão entre as doses no eixo central obtidas com e sem scaling
das SC como uma função do fator de escala f em cinco profundidades. Estas razões
foram obtidas ao multiplicar as seções de choque total dos fótons pelo fator de escala,
e também para cada um dos processos: Compton, fotoelétrico e Raileigh. Neste caso,
um feixe pontual de 20 keV foi simulado. A primeira característica importante observada
nesta figura é que o gradiente 𝜕𝑅/𝜕𝑓 é positivo para profundidades abaixo de um certo
valor, o qual será indicado como profundidade de equilíbrio (PE). Acima da PE, esse
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gradiente torna-se negativo. Em outras palavras, a dose aumenta com o incremento da
SC em profundidades inferiores à PE. No entanto, este comportamento é invertido para
profundidades superiores à PE.
Isto pode ser explicado como segue. O caminho livre médio (𝜆) dos fótons de 20 keV
em água líquida é cerca de 1.24 cm (determinado a partir dos dados encontrados na Ref.
(NIST, a)), o que é muito próximo da PE observada nestes resultados (1.3 cm). Assim,
representaria uma profundidade de pivô em torno da qual a curva de dose em profundidade
gira no plano de dose-profundidade quando as SC são multiplicadas pelo fator de escala
Quando as SC são reduzidas (𝑓 < 1), 𝜆 aumenta e, assim, os fótons se tornam mais
penetrantes, levando sua energia a maiores profundidades. É por isso que a dose é reduzida
a profundidades inferiores à PE (𝑅 < 1) e aumentada (𝑅 > 1) para profundidades
maiores do que a PE. Por um lado, a subestimação das SC leva a uma redução (ou
aumento) da dose em profundidades pequenas (ou grandes). Por outro lado, sobrestimação
da SC leva ao aumento (ou iminuição) da dose em profundidades pequenas (ou grandes).
Além disso, o impacto das incertezas das SC na incerteza da dose é insignificante na PE,
porque 𝜕𝑅/𝜕𝑓 ≈ 0. Como o processo de deposição de energia depende da inter-relação
entre a fluência de energia (Ψ) dos fótons e o coeficiente de absorção mássico (𝜇𝑒𝑛/𝜌)
a uma determinada profundidade, o comportamento discutido acima pode também ser
explicado analisando essas grandezas. Quando a SC total é reduzida o 𝜇𝑒𝑛/𝜌 diminui
proporcionalmente. Ademais, a fluência de energia altera-se pouco a baixas profundidades,
o que leva a uma diminuição da dose (𝐷 = Ψ𝜇𝑒𝑛/𝜌). Esta diminuição das SC faz com
que o feixe seja mais penetrante, produzindo um aumento da fluência em profundidades
maiores. Devido ao comportamento exponencial (não linear) da fluência em função do
coeficiente de atenuação, essa fluência deve aumentar mais do que a fração usada para
reduzir o 𝜇𝑒𝑛/𝜌 (e, consequentemente, a seção de choque). Assim, o produto 𝐷 = Ψ𝜇𝑒𝑛/𝜌
tende a aumentar quando diminuímos a SC para altas profundidades. Na profundidade de
equilíbrio, a diminuição do 𝜇𝑒𝑛/𝜌 é compensada pelo aumento da fluência, de modo que os
fatores de sensibilidade são quase nulos. O contrário poder ser dito quando aumentarmos
a SC total.
A fig. 12a mostra que o efeito de multiplicar o fator de escala à seção de choque de
Compton é relativamente fraca para esta energia do fóton. Deve notar-se que as curvas
correspondentes para as seções de choque de Compton são comprimidas em torno de
𝜕𝑅/𝜕𝑓 ∼ 0. No entanto, ao escalar as seções de choque do processo fotoelétrico (ver fig.
12b) tem-se uma forte influência sobre a distribuição da dose, quando comparada com o
espalhamento Compton. Este é um comportamento esperado pois as seções de choque do
espalhamento Compton são mais baixas do que as do efeito fotoelétrico em água abaixo
de ∼ 26 keV. Além disso, há um comportamento peculiar no fator de sensibilidade em 1
cm de profundidade. A dose nessa profundidade é mais sensível ao multiplicar o fator de
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escala nas seções de choque do efeito fotoelétrico do que na seção de choque total. Isto
sugere que o efeito de scaling as seções de choque do fotoelétrico é oposto as seções de
choque de Compton e doespalhamento Rayleigh. Isso pode estar relacionado com a relação
inversa entre a atenuação e o espalhamento do feixe de fótons. A fig. 12c representa os
resultados de scaling as seções de choque de Rayleigh. Pode-se observar que o efeito desta
dispersão é ainda mais fraco do que o observado para a dispersão de Compton. Este
efeito sobre a curva de dose em profundidade não é nulo porque, apesar de que, esta é
uma dispersão elástica de fótons com deposição de energia insignificante, o espalhamento
Rayleigh pode remover fótons a partir do feixe pontual, e isso pode afetar a dose do campo
no eixo central. Note-se que os fatores de sensibilidade, neste caso, são sempre positivos.
Se as seções de choque do espalhamento Rayleigh fossem reduzidas, menos fótons seriam
espalhados para fora do feixe e a dose no eixo central aumentaria. Além disso, o efeito sobre
a distribuição da dose aumenta com a profundidade pois a probabilidade de espalhamento
múltiplo do fóton também aumenta. Provavelmente, esses efeitos devem ser insignificantes
para um feixe suficientemente amplo, para os quais é possível estabelecer plenas condições
de dispersão laterais.
Além disso, dado que cada profundidade mostra um diferente e quase constante gra-
diente ou fator de sensibilidade, o impacto de uma incerteza determinada da SC sobre a
distribuição de dose em profundidade depende da profundidade. Ou seja, as doses deter-
minadas por MC para um alvo situado em profundidades rasas ou mais profundas do que
a profundidade de equilíbrio teria maiores incertezas associadas do que aqueles colocados
perto da PE.
A Figura 13 mostra resultados semelhantes aos mostrados na Figura 12 mas para
fótons de 100 keV de energia. A energia média dos elétrons secundários produzidos nesta
energia de fótons é de cerca de 15 keV, com um alcance de ∼5 𝜇m (NIST, b). Este
alcance é muito menor do que o tamanho característico do voxel (3.0 mm), de modo que
o transporte de elétrons desempenha um papel menor nestas condições, o que se pode ver
na fig 13a. Para esta energia de fótons, a profundidade de equilíbrio é de cerca de 6 cm.
A figura 13b mostra os resultados para 100 keV quando as seções de choque totais
para fótons e o efeito fotoelétrico são multiplicadas pelo fator de escala. É evidente que
a influência do efeito fotoelétrico para esta energia é desprezível. Ou seja, as incertezas
sistemáticas associadas às seções de choque para este efeito se propagam muito pouco na
dose absorvida para esta energia. O mesmo acontece para o espalhamento coerente ou
de Rayleigh para esta energia de fótons (veja fig. 13c). Em resumo, só o espalhamento
de Compton é de interesse para esta energia, desde o ponto de vista da propagação de
incertezas sistemáticas associadas a seções de choque de fótons até a dose absorvida
em água. Deve ser lembrado que a produção de pares não é possível para essa energia.
Uma outra característica importante desta figura é que a importância dos processos, com
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Figura 13 – Relação entre as doses no eixo central para um feixe pontual de 100 keV
com e sem scaling das seções de choque totais dadas como função do fator
de escala 𝑓 . Na fig (a) as linhas contínuas e tracejadas representam as si-
tuações em que as seções transversais de todas as partículas e só os fótons
foram escalados, respectivamente. Nas fig (b) e (c) as linhas contínuas re-
presentam o caso onde a seção de choque total dos fótons é escalada e as
linhas tracejadas representam o caso onde a seção de choque de Compton e
fotoelétrico são escaladas. Os valores são apresentados para cinco profundi-
dades diferentes.
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exceção do Compton, diminui à medida que a profundidade aumenta.
O caminho livre médio para essa energia do fóton é de 5,9 cm (determinada a partir de
dados encontrados na Ref.(NIST, a)), que suporta a explicação dada para o caso anterior
de 20 keV. Como foi dito antes, a existência dessa profundidade de equilíbrio significa que
nesta profundidade as incertezas das SC dos fótons têm pouco impacto sobre a incerteza
da dose pois os fatores de sensibilidade correspondentes são muito pequenos (∼0). O
comportamento dos fatores de sensibilidade em relação à PE é semelhante ao encontrado
no caso de 20 keV.
A figura 14a mostra a relação entre as doses no eixo central obtidas com e sem scaling
das SC em função do fator de escala 𝑓 para cinco profundidades. Estas razões foram
obtidas através do scaling das SC totais de todas as partículas e tambén para o caso
específico dos fótons. Neste caso, um feixe pontual de 60Co foi simulado. Uma característica
importante observada nessa figura é que as SC dos elétrons têm relativamente pouco
impacto sobre a dose, provavelmente porque o alcance dos elétrons secundários é pequeno
quando comparado com a dimensão característica do voxel (∼0,5 cm). Nesta energia de
fótons, os elétrons secundários são produzidos principalmente por espalhamento Compton.
A energia média dos elétrons secundários na presente situação é de cerca de 580 keV, com
um alcance de 0.221 mm neste meio (NIST, b). No entanto, a influência das SC dos
elétrons foi particularmente importante para baixos valores de f a uma profundidade de
20 cm. Nós não temos nenhuma explicação para esse achado em particular, mas os elétrons
com SC reduzida, e alcances maiores, tendem a depositar a sua energia em profundidades
maiores. Isto tende a diminuir a dose para 𝑓 < 1. O comportamento oposto é observado
para 𝑓 > 1.
A figura 14b mostra a relação entre as doses no eixo central obtidas com e sem scaling
das SC em função do fator de escala 𝑓 para cinco profundidades. Estas razões foram
obtidas através do scaling das SC totais dos fótons e especificamente para o caso das SC
de Compton. Quanto ao esperado, o espalhamento Compton é predominante em fótons
com essa energia.
Das primeiras figuras mostradas nos resultados, se pode inferir que na profundidade
de equilíbrio as doses são praticamente iguais, ou seja:
(︂
𝐷𝑓=0,9
𝐷0
)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝𝑟𝑜𝑓.=𝑃.𝐸.
=
(︂
𝐷𝑓=1,1
𝐷0
)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝𝑟𝑜𝑓.=𝑃.𝐸.
= 1 (10.1)
Onde 𝐷0 = 𝐷𝑓=1, multiplicando esse valor à equação 10.1, obtemos:
𝐷𝑓=0,9
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝𝑟𝑜𝑓.=𝑃.𝐸.
= 𝐷𝑓=1,1
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝𝑟𝑜𝑓.=𝑃.𝐸.
= 𝐷0
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝𝑟𝑜𝑓.=𝑃.𝐸.
(10.2)
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Figura 14 – Relação entre as doses no eixo central para um feixe pontual de 60Co com e
sem scaling das seções de choque totais dadas como função do fator de es-
cala 𝑓 . Na fig (a) as linhas contínuas e tracejadas representam as situações
em que as seções transversais de todas as partículas e só os fótons foram
escalados, respectivamente. Na fig (b) as linhas tracejadas representam o
caso onde a seção de choque de Compton é escalada, e as linhas continuas
o caso onde a seção de choque total dos fótons é escalada. Os valores são
apresentados para cinco profundidades diferentes.
Como pode-se apreciar nas curvas de dose-profundidade para cada um dos feixes pon-
tuais de 100 keV e de 60Co mostradas nas figuras 15 e 16, existe uma interseção aproxi-
madamente na posição de equilíbrio nos diferentes fatores de escala, ou seja, a dose deles
é a mesma nesse ponto, tal como foi previsto da equação 10.2.
Finalmente, fizemos simulações com fótons de 5 MeV para estudar a influência do
espalhamento Compton e da produção de pares na dose absorvida. Esta energia é similar
à energia média de um feixe de raios X de 15 MV, uns dos mais usados na radioterapia
com aceleradores lineares. Os resultados aparecem na figura 17. Ainda para esta energia
relativamente alta, o espalhamento Compton é dominante, sendo quase zero os fatores
de sensibilidade correspondentes à produção de pares. Para esta energia, a profundidade
de equilíbrio é ∼32.5 cm e o caminho livre médio é 33 cm. Isso reforça a nossa hipótese
de que os fatores de sensibilidade são nulos a uma profundidade similar ao caminho livre
médio dos fótons incidentes.
A Figura 18 representa a dose relativa para campos de 3x3 cm2 com e sem divergência.
Pode ser visto que a diferença dos resultados entre eles aumenta com a profundidade,
conforme esperado. Este é um efeito geométrico puro. Além disso, a dose parece ser mais
sensível à SC para o campo divergente, pelo menos para profundidades superiores à PE.
A contribuição para a dose no eixo central a partir dos fótons primários num feixe largo
depende da distribuição angular do espalhamento dos fótons e o ângulo relativo entre
o raio incidente e o eixo central. Espera-se que esta contribuição seja maior num feixe
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Figura 15 – Curva dose-profundidade de um feixe pontual de fótons de 100 keV para 3
fatores de escala diferentes.
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Figura 16 – Curva dose-profundidade de um feixe pontual de fótons de 60Co para 3 fa-
tores de escala diferentes.
normal do que em um feixe divergente pois quanto maior o ângulo entre o raio incidente e
o eixo central do feixe, menor será sua contribuição para a dose neste eixo. Esta diferença
aumenta com a profundidade pois o raio divergente se afasta ainda mais do eixo.
A tabela 1 resume os fatores de sensibilidade mais importantes para as quatro energias
e os processos de interação estudados neste trabalho. Esses fatores podem ser combinados
com a incerteza relativa das SC correspondentes usando eq. (9.3) para propagar essa
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Figura 17 – Relação entre as doses no eixo central para um feixe pontual de 5 MeV com
e sem scaling das seções de choque totais dadas como função do fator de
escala 𝑓 . As linhas contínuas representam as situações em que as seções
transversais de todas as partículas foram escaladas. As linhas tracejadas re-
presentam os casos onde as seções de choque de (a) Compton e (b) produ-
ção de pares foram escaladas. Os valores são apresentados para cinco pro-
fundidades diferentes.
Tabela 1 – Fatores de sensibilidade 𝜕𝑅/𝜕𝑓 em função da profundidade para as quatro
energias estudadas neste trabalho. Apenas valores relevantes são mostrados
para cada energia.
feixe pontual de fótons de 20 keV
Profundidade (cm) 1 2 3 4 5
Compton -0.097 -0.285 -0.485 -0.587 -0.785
Rayleigh -0.036 -0.107 -0.237 -0.263 -0.376
Fotoelétrico 0.241 -0.096 -0.668 -1.184 -1.751
feixe pontual de fótons de 100 keV
Profundidade (cm) 3 6 9 12 15
Compton 0.442 -0.045 -0.516 -0.940 -1.468
feixe pontual de fótons de 1.25 MeV
Profundidade (cm) 5 10 15 20 25
Compton 0.708 0.394 0.084 -0.243 -0.497
feixe pontual de fótons de 5 MeV
Profundidade (cm) 5 10 15 20 25
Compton 0.765 0.628 0.485 0.357 0.290
Produção de pares 0.116 0.077 0.091 0.064 0.068
incerteza à da dose absorvida. Por exemplo, de acordo com o artigo clássico de Hubbell
(HUBBELL; SELTZER, 2010), a incerteza associada à seção transversal do fotoelétrico no
intervalo de 5-100 keV é de cerca de 2 %. Conforme isso, a incerteza relativa da dose devido
unicamente a esse processo para um feixe de fótons de 20 keV em 1 cm de profundidade
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Figura 18 – Relação entre as doses do eixo central para um feixe de 60Co com e sem
scaling das seções de choque totais. As linhas contínuas e tracejadas repre-
sentam um campo normal de 3x3 cm2 e um feixe cônico de 3 cm de diâme-
tro, respectivamente. Os valores são apresentados para cinco profundidades
diferentes.
é de cerca de 0.5 %.
A tabela 2 mostra a relação dose-fatores de sensibilidade das SC totais para um feixe
quadrado e cônico em função da profundidade. A divergência do feixe cônico é a mesma
que a de um feixe de 10x10 cm2 a uma distância fonte-superfície de 100 cm. O feixe
quadrado não tem nenhuma divergência. Pode-se observar que os fatores de sensibilidade
para o campo divergente são semelhantes aos do campo normal. No entanto, a diferença
entre eles é reforçada quando se aproxima à profundidade de equilíbrio.
Tabela 2 – Fatores de sensibilidade de um feixe cônico e quadrado de 60Co para as SC
totais. A divergência do feixe cónico é a mesma quanto de um feixe de 10x10
cm2, a uma distância fonte-superfície de 100 cm.
Profundidade (cm) 𝜕𝑅/𝜕𝑓 Feixe quadrado 𝜕𝑅/𝜕𝑓 Feixe cônico
5 0.776 0.805
10 0.531 0.526
15 0.228 0.243
20 -0.116 -0.052
25 -0.430 -0.383
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CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS
A sensibilidade da dose no eixo central quando as seções de choque dos fótons são
variadas depende da profundidade no meio. Esta sensibilidade é praticamente constante
para as incertezas das seções de choque dos fótons com variações de ±10%. Há uma
profundidade de equilíbrio na qual os fatores de sensibilidade são insignificantes e por isso
o impacto das incertezas das SC sobre a incerteza da dose é mínimo. Esta profundidade
é praticamente determinada pelo caminho livre médio do fóton para a energia incidente.
Por um lado, a subestimação das SC dos fótons produz uma diminuição e aumento da
dose em profundidades abaixo e acima da profundidade de equilíbrio, respectivamente.
Por outro lado, a sobrestimação das SC dos fótons produz um aumento e diminuição da
dose em profundidades abaixo e acima da profundidade de equilíbrio, respectivamente.
O impacto da incerteza das SC dos fótons em curvas de dose-profundidade determina-
das por simulações Monte Carlo depende da profundidade. Esta é uma questão importante
quando se utiliza sistemas de planejamento de tratamento baseados no MC. Este traba-
lho demonstra que a incerteza produzida na dose determinada por Monte Carlo devido à
incerteza das seções de choque para fótons, depende da profundidade do volume a tratar
dentro do paciente. Se esse volume estiver próximo à profundidade de equilíbrio (cami-
nho livre médio), o impacto da incerteza das seções eficazes de interação de fótons será
mínimo.
As incertezas das SC dos elétrons têm uma fraca influência sobre a dose determinada
por simulações MC, enquanto o alcance dos elétrons que corresponde à energia média dos
elétrons secundários for curto em comparação com o tamanho característico do voxel. Seria
interessante fazer um estudo profundo do impacto das incertezas sistemáticas associadas
ao transporte de elétrons. Esta tarefa é muito mais difícil do que para os fótons pois
o transporte de elétron e geralmente condensado e os algoritmos usados para esse fim
dependem muito do código Monte Carlo usado.
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APÊNDICE A – Resolução da equação 3.4
O teorema fundamental do cálculo afirma que se uma função 𝑓 é integrável no intervalo
[𝑎, 𝑏], define-se 𝐹 sob [𝑎, 𝑏] como 𝐹 (𝑥) =
∫︀ 𝑥
𝑎 𝑓(𝑡)𝑑𝑡. Se 𝑓 é continua em [𝑎, 𝑏], então 𝐹 é
derivável em 𝑐 e 𝐹 ′(𝑐) = 𝑓(𝑐)
Uma consequência desse teorema é:
𝑑
𝑑𝑥
∫︁ 𝑏(𝑥)
𝑎(𝑥)
𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑏(𝑥))𝑏′(𝑥)− 𝑓(𝑎(𝑥))𝑎′(𝑥) (A.1)
Usando isso na equação integral 3.4:
1
𝑁𝜎
𝑑𝑝(𝑠)
𝑑𝑠
= lim
𝑅→∞
𝑑
𝑑𝑠
∫︁ 𝑅
𝑠
𝑝(𝑠′)𝑑𝑠′ = lim
𝑅→∞
⎡⎢⎢⎢⎣𝑝(𝑅)
0⏞ ⏟ 
𝑑𝑅
𝑑𝑠
−𝑝(𝑠) 𝑑𝑠
𝑑𝑠⏟ ⏞ 
1
⎤⎥⎥⎥⎦
Mas 𝑙𝑖𝑚𝑅→∞𝑝(𝑅) = 0, logo
1
𝑁𝜎
𝑑𝑝(𝑠)
𝑑𝑠
= −𝑝(𝑠)
Resolvendo o anterior temos:
𝑝(𝑠) = 𝐴𝑒−𝑠(𝑁𝜎)
Da normalização de 𝑝:
∫︁ ∞
0
𝑝(𝑠)𝑑𝑠 = 1↔ 𝐴
∫︁ ∞
0
𝑒−𝑠(𝑁𝜎)𝑑𝑠 = 𝐴
𝑁𝜎
1⏞  ⏟  [︁
−𝑒−𝑠(𝑁𝜎)
]︁ ⃒⃒⃒⃒⃒
∞
0
= 1
→ 𝐴 = 𝑁𝜎
Finalmente:
𝑝(𝑠) = 𝑁𝜎𝑒−𝑠(𝑁𝜎)
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APÊNDICE B – Resolução da equação 3.6
Da definição de 𝜆 temos:
𝜆 ≡ ⟨𝑠⟩ =
∫︁ ∞
𝑠
𝑠𝑝(𝑠)𝑑𝑠 (B.1)
Substituindo 𝑝 na expressão:
𝜆 = 𝑁𝜎
∫︁ ∞
0
𝑠𝑒−𝑠(𝑁𝜎)𝑑𝑠
Integração por partes: 𝑠 = 𝑣 → 𝑑𝑠 = 𝑑𝑣 e 𝑒−𝑠(𝑁𝜎)𝑑𝑠 = 𝑑𝑢→ − 1
𝑁𝜎
𝑒−𝑠(𝑁𝜎) = 𝑢, logo
𝜆 = 𝑁𝜎
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0⏞  ⏟  
− 𝑠
𝑁𝜎
𝑒−𝑠(𝑁𝜎)
⃒⃒⃒⃒
⃒
∞
0
+ 1
𝑁𝜎
∫︁ ∞
0
𝑒−𝑠(𝑁𝜎)𝑑𝑠⏟  ⏞  
− 1
𝑁𝜎
𝑒−𝑠𝑁𝜎
⃒⃒⃒⃒
⃒
∞
0
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
→ 𝜆 = 𝑁𝜎 × 1(𝑁𝜎)2 × (+1) =
1
𝑁𝜎
Finalmente:
𝜆 ≡ ⟨𝑠⟩ = 1
𝑁𝜎
56
APÊNDICE C – Resolução da equação 6.4
Podemos modelizar o mensurando, Y, em função das n variáveis de entrada,𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛
, por meio da expressão 𝑌 = 𝐹 (𝑋1, 𝑋2, ..., 𝑋𝑛), em que cada grandeza é descrita pela sua
distribuição de probabilidade.
Vamos desenvolver 𝐹 em série de Taylor de 1𝑎 ordem, para pequenas variações de 𝑌
em torno da sua média 𝑌 , em função das pequenas variações dos 𝑋𝑖 em torno das suas
médias 𝑋𝑖 . Virá
𝑌 − 𝑌 =
𝑛∑︁
𝑖=1
𝜕𝐹
𝜕𝑋𝑖
(︁
𝑋𝑖 −𝑋𝑖
)︁
(C.1)
Supôs-se aqui que os termos de ordem superior à 1𝑎 eram desprezáveis, e que 𝑌 =
𝐹 (𝑋1, ..., 𝑋𝑛).
Calculando o quadrado daquela diferença,
(︁
𝑌 − 𝑌
)︁2
=
[︃
𝑛∑︁
𝑖=1
𝜕𝐹
𝜕𝑋𝑖
(︁
𝑋𝑖 −𝑋𝑖
)︁]︃2
desenvolvendo o segundo membro da equação teremos:
(︁
𝑌 − 𝑌
)︁2
=
𝑛∑︁
𝑖=1
[︃
𝜕𝐹
𝜕𝑋𝑖
]︃2 (︁
𝑋𝑖 −𝑋𝑖
)︁2
+ 2
𝑛−1∑︁
𝑖=1
𝑛∑︁
𝑗=𝑖+1
𝜕𝐹
𝜕𝑋𝑖
𝜕𝐹
𝜕𝑋𝑗
(︁
𝑋𝑖 −𝑋𝑖
)︁ (︁
𝑋𝑗 −𝑋𝑗
)︁
Como a esperança matemática do quadrado da diferença
(︁
𝑌 − 𝑌
)︁
é a variância de 𝑌 ,
isto é, 𝐸
[︂(︁
𝑌 − 𝑌
)︁2]︂
= 𝜎2𝑌 , então a expressão anterior se pode escrever como
𝜎2𝑌 =
𝑛∑︁
𝑖=1
[︃
𝜕𝐹
𝜕𝑋𝑖
]︃2
𝜎2𝑖 + 2
𝑛−1∑︁
𝑖=1
𝑛∑︁
𝑗=𝑖+1
𝜕𝐹
𝜕𝑋𝑖
𝜕𝐹
𝜕𝑋𝑗
𝜎𝑖𝜎𝑗𝜌𝑖𝑗 (C.2)
Onde 𝜌𝑖𝑗 = 𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑖,𝑋𝑗)𝜎𝑖𝜎𝑗 é o coeficiente de correlação entre 𝑋𝑖 e 𝑋𝑗 e 𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑖, 𝑋𝑗) =
𝐸
[︁(︁
𝑋𝑖 −𝑋𝑖
)︁ (︁
𝑋𝑗 −𝑋𝑗
)︁]︁
é a covariância de 𝑋𝑖 e 𝑋𝑗. Assim, se as variáveis de entrada
são não correlacionadas, o segundo termo do lado direito da espressão anterior é zero e a
variância combinada é dada segundo a ec. 6.4
57
ANEXO A – Código usado para gerar a
geometria do fántom de 10x10x25
XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
C
C
C Mater i a l s : Agua − 1
C Ar − 2
C
C
C Mater ia l f i l e :
C
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
C
C **** External a i r cube
C
SURFACE ( 1) Plane at Z=−100.0 cm
INDICES=( 0 , 0 , 0 , 1 , 0)
Z−SHIFT=(−1.000000000000000E+02, 0)
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
SURFACE ( 2) Plane at Z=0 cm
INDICES=( 0 , 0 , 0 , 1 , 0)
Z−SHIFT=( 0.000000000000000E+00, 0)
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
SURFACE ( 3) Pair o f planes , x= +−10 cm
INDICES=( 1 , 0 , 0 , 0 ,−1)
X−SCALE=( 1.000000000000000E+01, 0)
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
SURFACE ( 4) Pair o f planes , y= +−10 cm
INDICES=( 0 , 1 , 0 , 0 ,−1)
Y−SCALE=( 1.000000000000000E+01, 0)
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
MODULE ( 1) Ar externo ate f a c e do phanton
MATERIAL( 2)
SURFACE ( 1) , SIDE POINTER=( 1)
SURFACE ( 2) , SIDE POINTER=(−1)
SURFACE ( 3) , SIDE POINTER=(−1)
SURFACE ( 4) , SIDE POINTER=(−1)
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
C
C **** planos do phanton
C
SURFACE ( 5) Pair o f planes , x= +−5,0 cm
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INDICES=( 1 , 0 , 0 , 0 ,−1)
X−SCALE=( 5.000000000000000E+00, 0)
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
SURFACE ( 6) Pair o f planes , y= +−5,0 cm
INDICES=( 0 , 1 , 0 , 0 ,−1)
Y−SCALE=( 5.000000000000000E+00, 0)
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
SURFACE ( 7) Plane at Z=+25,0 cm
INDICES=( 0 , 0 , 0 , 1 , 0)
Z−SHIFT=( 2.500000000000000E+01, 0)
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
MODULE ( 2) Phanton de agua
MATERIAL( 1)
SURFACE ( 2) , SIDE POINTER=( 1)
SURFACE ( 7) , SIDE POINTER=(−1)
SURFACE ( 5) , SIDE POINTER=(−1)
SURFACE ( 6) , SIDE POINTER=(−1)
0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000
END 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000
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ANEXO B – Código Python usado para
gerar as figuras de dose (Caso feixe pontual de
100 keV para a seção de choque total de
fótons e apenas para a interação Compton)
import matp lo t l i b . pyplot as p l t
import math
import numpy as np
import s c ipy . i n t e r p o l a t e as s i
de f i n f o ( curva ) :
i n f i l e = open ( curva , ’ r ’ )
i n f i l e . r e a d l i n e ( )
depth = [ ]
dose = [ ]
e r r o r = [ ]
f o r l i n e in i n f i l e :
words = l i n e . s p l i t ( )
depth . append ( f l o a t ( words [ 0 ] ) )
dose . append ( f l o a t ( words [ 1 ] ) )
e r r o r . append ( f l o a t ( words [ 2 ] ) )
i n f i l e . c l o s e ( )
re turn depth , dose , e r r o r
de f Data (Nombre ,A,B,C) :
a r ch i=open (Nombre , ’w’ )
a r ch i . c l o s e ( )
a r ch i=open (Nombre , ’ a ’ )
f o r j in range ( l en (A) ) :
a r ch i . wr i t e ( ’% 21 .19 f ’ % A[ j ]+ ’ ’+’% 21.19 f ’ % B[ j ]+ ’ ’+’% 21.19 f
’ % C[ j ] )
a r ch i . wr i t e ( ’ \n ’ )
a r ch i . c l o s e ( )
de f r e l a t i v e (D,E, i ) :
d=[ ]
e =[ ]
f o r j in range (5 ) :
d . append (D[ i+5* j ] /D[10+ i ] )
e . append ( (D[ i+5* j ] /D[10+ i ] ) *math . s q r t ( (E[ i+5* j ] / ( 3*D[ i+5* j ] ) ) **2+(E
[ i +10]/(3*D[ i +10]) ) **2) )
re turn (d , e )
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z_dose_T=[ ’ z−dose_90_T . dat ’ , ’ z−dose_95_T . dat ’ , ’ z−dose_100_T . dat ’ , ’ z−
dose_105_T . dat ’ , ’ z−dose_110_T . dat ’ ]
z_dose_C=[ ’ z−dose_90_C . dat ’ , ’ z−dose_95_C . dat ’ , ’ z−dose_100_C . dat ’ , ’ z−
dose_105_C . dat ’ , ’ z−dose_110_C . dat ’ ]
de f Dose_error (Z) :
DOSE= [ ] ;ERROR=[]
f o r i in range (5 ) :
f o r j in range (5 ) :
depth , dose , e r r o r = i n f o (Z [ i ] )
DOSE. append ( dose [ ( j +1) *10 ] )
ERROR. append ( e r r o r [ ( j +1) *10 ] )
re turn (DOSE,ERROR)
D_T,E_T=Dose_error ( z_dose_T)
D_C,E_C=Dose_error ( z_dose_C)
rel_5_T , error_5_T=r e l a t i v e (D_T,E_T, 0 )
rel_10_T , error_10_T=r e l a t i v e (D_T,E_T, 1 )
rel_15_T , error_15_T=r e l a t i v e (D_T,E_T, 2 )
rel_20_T , error_20_T=r e l a t i v e (D_T,E_T, 3 )
rel_25_T , error_25_T=r e l a t i v e (D_T,E_T, 4 )
rel_5_C , error_5_C=r e l a t i v e (D_C,E_C, 0 )
rel_10_C , error_10_C=r e l a t i v e (D_C,E_C, 1 )
rel_15_C , error_15_C=r e l a t i v e (D_C,E_C, 2 )
rel_20_C , error_20_C=r e l a t i v e (D_C,E_C, 3 )
rel_25_C , error_25_C=r e l a t i v e (D_C,E_C, 4 )
var = [ 0 . 9 0 , 0 . 9 5 , 1 . 0 , 1 . 0 5 , 1 . 1 0 ]
x=np . l i n s p a c e ( 0 . 9 , 1 . 1 , 1 0 0 0 )
DT=[ ’R5T. dat ’ , ’R5C. dat ’ , ’R10T . dat ’ , ’R10C . dat ’ , ’R15T . dat ’ , ’R15C . dat ’ , ’R20T .
dat ’ , ’R20C . dat ’ , ’R25T . dat ’ , ’R25C . dat ’ ]
R=[rel_5_T , rel_5_C , rel_10_T , rel_10_C , rel_15_T , rel_15_C , rel_20_T , rel_20_C ,
rel_25_T , rel_25_C ]
E=[error_5_T , error_5_C , error_10_T , error_10_C , error_15_T , error_15_C ,
error_20_T , error_20_C , error_25_T , error_25_C ]
#g r a f i c a s
p l t . e r r o rba r ( var , rel_5_T , yer r=error_5_T , capth ick=2, fmt=’o ’ , c o l o r="black " ,
alpha =0.5)
tck = s i . s p l r ep ( var , rel_5_T , s=0)
ysp = s i . sp l ev (x , tck )
p l t . p l o t (x , ysp , c o l o r="black " , l a b e l ="3 cm depth (T) " )
p l t . e r r o rba r ( var , rel_5_C , yer r=error_5_C , capth ick=2, fmt=’o ’ , c o l o r="black " ,
alpha =0.5)
tck = s i . s p l r ep ( var , rel_5_C , s=0)
ysp = s i . sp l ev (x , tck )
p l t . p l o t (x , ysp , c o l o r="black " , l i n e s t y l e =’−−’, l a b e l ="3 cm depth (C) " )
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p l t . e r r o rba r ( var , rel_10_T , yer r=error_10_T , capth ick=2, fmt=’g ^ ’ , c o l o r="green
" , alpha =0.5)
tck = s i . s p l r ep ( var , rel_10_T , s=0)
ysp = s i . sp l ev (x , tck )
p l t . p l o t (x , ysp , c o l o r="green " , l a b e l ="6 cm depth (T) " )
p l t . e r r o rba r ( var , rel_10_C , yer r=error_10_C , capth ick=2, fmt=’g ^ ’ , c o l o r="green
" , alpha =0.5)
tck = s i . s p l r ep ( var , rel_10_C , s=0)
ysp = s i . sp l ev (x , tck )
p l t . p l o t (x , ysp , c o l o r="green " , l i n e s t y l e =’−−’, l a b e l ="6 cm depth (C) " )
p l t . e r r o rba r ( var , rel_15_T , yer r=error_15_T , capth ick=2, fmt=’o ’ , c o l o r="purple
" , alpha =0.5)
tck = s i . s p l r ep ( var , rel_15_T , s=0)
ysp = s i . sp l ev (x , tck )
p l t . p l o t (x , ysp , c o l o r="purple " , l a b e l ="9 cm depth (T) " )
p l t . e r r o rba r ( var , rel_15_C , yer r=error_15_C , capth ick=2, fmt=’o ’ , c o l o r="purple
" , alpha =0.5)
tck = s i . s p l r ep ( var , rel_15_C , s=0)
ysp = s i . sp l ev (x , tck )
p l t . p l o t (x , ysp , c o l o r="purple " , l i n e s t y l e =’−−’, l a b e l ="9 cm depth (C) " )
p l t . e r r o rba r ( var , rel_20_T , yer r=error_20_T , capth ick=2, fmt=’bs ’ , c o l o r="red " ,
alpha =0.5)
tck = s i . s p l r ep ( var , rel_20_T , s=0)
ysp = s i . sp l ev (x , tck )
p l t . p l o t (x , ysp , c o l o r="red " , l a b e l ="12 cm depth (T) " )
p l t . e r r o rba r ( var , rel_20_C , yer r=error_20_C , capth ick=2, fmt=’bs ’ , c o l o r="red " ,
alpha =0.5)
tck = s i . s p l r ep ( var , rel_20_C , s=0)
ysp = s i . sp l ev (x , tck )
p l t . p l o t (x , ysp , c o l o r="red " , l i n e s t y l e =’−−’, l a b e l ="12 cm depth (C) " )
p l t . e r r o rba r ( var , rel_25_T , yer r=error_25_T , capth ick=2, fmt=’ro ’ , c o l o r="blue " ,
alpha =0.5)
tck = s i . s p l r ep ( var , rel_25_T , s=0)
ysp = s i . sp l ev (x , tck )
p l t . p l o t (x , ysp , c o l o r="blue " , l a b e l ="15 cm depth (T) " )
p l t . e r r o rba r ( var , rel_25_C , yer r=error_25_C , capth ick=2, fmt=’ro ’ , c o l o r="blue " ,
alpha =0.5)
tck = s i . s p l r ep ( var , rel_25_C , s=0)
ysp = s i . sp l ev (x , tck )
p l t . p l o t (x , ysp , c o l o r="blue " , l i n e s t y l e =’−−’, l a b e l ="15 cm depth (C) " )
p l t . rcParams . update ({ ’ f ont . s i z e ’ : 16 , ’ f ont . fami ly ’ : ’ s e r i f ’ } )
p l t . x l ab e l ( ’ $ f$ (%) ’ , f o n t s i z e =22)
p l t . y l ab e l ( ’ $Re la t ive$ $Dose$ ’ , f o n t s i z e =22)
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p l t . t i t l e ( ’ $Penc i l $ $beam$ $o f $$Photons (100 kev ) $ $with$ $ a l l $
$ i n t e r a c t i o n s $ $ (T) $ $and$ $only$ $Comptom(C) : $ $T .C. S$ $vs$ $R . Dose$ ’ ,
f o n t s i z e =24)
p l t . g r i d ( )
p l t . ax i s ( [ 0 . 8 5 , 1 . 2 0 , 0 . 8 0 , 1 . 2 0 ] )
#p l t . l egend ( numpoints=1)
p l t . l egend ( )
p l t . show ( )
f o r j in range (10) :
Data (DT[ j ] , var ,R[ j ] ,E [ j ] )
